
IV PREDAVANJE

VEKTORSKA ALGEBRA

Veličine koje su u potpunosti odredjene jednim brojem zovu se skalari (dužina,
zapremina, temperatura).

Vektor je veličina odredjena pomoću tri karakteristike: pravca, smera, inten-
ziteta (brzina, ubrzanje, sila).

Pojam vektora

Neka su u prostoru date dve tačke A i B koje odredjuju duž AB. Neka je A

početna tačka duži a B krajnja. Ovim je uvedena orijentacija duži AB.

Uredjeni par (A,B) zove se orijentisana duž ili vezani vektor i označava se
−→
AB.

Rastojanje tačke A od tačke B zove se intenzitet vektora i označava se |−→AB|.
Prava na kojoj leži vektor

−→
AB zove se nosač ili pravac vektora.

Ako se početna i krajnja tačka vektora poklapaju, radi se o nula-vektoru ~0.
Njegov pravac i smer nisu odredjeni.

U skupu orijentisanih duži može se uvesti relacija ekvivalencije:

Dve orijentisane duži
−→
AB i

−→
CD su ekvivalentne ako su obe nula-vektori ili ako

su iste dužine, pravca i smera.

Definicija. Klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ekvivalencije u skupu orijen-

tisanih duži zove se slobodni vektor ili kraće vektor.

Moduo (intenzitet) vektora je dužina njegovog proizvoljnog predstavnika.
Skup svih vektora označava se sa V .

Operacije sa vektorima

I) SABIRANJE:
−→
AB+

−→
CD =

−→
AE, gde je tačka E odredjena tako da je

−→
BE =

−→
CD.

Sabiranje vektora vrši se takodje po pravilu paralelograma.

Skup svih vektora sa operacijom sabiranja (V,+) je komutativna grupa:

– Neutralan element operacije + je nula-vektor ~0.

– Kako je
−→
AB+ ~BA = ~AA = ~0, sledi da ∀ vektor

−→
AB, postoji vektor ~BA = −−→AB

koji je njegov inverzni element.

II) RAZLIKA dva vektora definǐse se sa

−→
AB − ~CD =

−→
AB + (− ~CD) = ~AE,
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gde je tačka E odredjena tako da bude ~BE = − ~CD.
Osobine operacije sabiranja vektora:

1) Zbir dva vektora je vektor: ~a +~b = ~c;

2)(~a +~b) + ~c = ~a + (~b + ~c);

3) ~a +~0 = ~0 + ~a = ~a;

4) (∀~a ∈ V )(∃ − ~a)~a + (−~a) = ~0;

5) ~a +~b = ~b + ~a.
⇒ (V,+) je komutativna grupa.

III MNOŽENJE VEKTORA SKALAROM

Neka je α ∈ R,~a ∈ V . Tada je α~a vektor čiji je intenzitet jednak |α| · |~a|, pravac
je jednak pravcu vektora ~a a smer je jednak smeru vektora ~a ako je α > 0 ili je
suprotnog smera ako je α < 0:

~a,
1

2
~a, 2~a,−3

2
~a

Osobine operacije množenja vektora skalarom:
1) (∀~a)1 · ~a = ~a

2) (∀α, β ∈ R,∀~a ∈ V )α(β~a) = (αβ)~a
3) (α + β)~a = α~a + β~a

4) α(~a +~b) = α~a + α~b.

Definicija vektorskog prostora:

Neka je K polje skalara. Linearni vektorski prostor nad poljem K je uredjena
četvorka (V,+, ·,K), gde je V neprazan skup, a + : V × V → V i · : K × V → V

preslikavanja takva da je:
1) (V,+) Abelova grupa
2) (∀α, β ∈ R,∀~a ∈ V )α(β~a) = (αβ)~a
3) (α + β)~a = α~a + β~a

4) α(~a +~b) = α~a + α~b

5) (∀~a)1 · ~a = ~a, gde je 1 jedinica polja K.

Na osnovu ove definicije zaključujemo da skup vektora sa operacijama sabi-

ranja i množenja vektora brojem (V,+, ·, R) predstavlja vektorski prostor

nad poljem realnih brojeva.

Definicija. Dva vektora, koji nisu nula-vektori, zovu se kolinearni ako imaju isti

pravac. Kolinearni vektori zovu se i paralelni.

Teorema. Ako je ~a 6= 0 i vektor ~b kolinearan sa ~a, tada postoji realan broj λ takav

da je ~b = λ~a.

Linearna zavisnost

Neka su ~x1, ~x2, . . . , ~xn ∈ V i α1, α2, . . . , αn ∈ R. Vektor

α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn~xn

zove se linearna kombinacija vektora ~x1, ~x2, . . . , ~xn. Brojevi α1, . . . , αn su koefici-
jenti linearne kombinacije.
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Definicija. Vektori ~x1, ~x2, . . . , ~xn zovu se linearno zavisni ako postoje realni bro-

jevi α1, . . . , αn, koji nisu svi jednaki nuli, takvi da je

α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn~xn = 0.

U protivnom, ako iz uslova α1~x1 + α2~x2 + · · ·+ αn~xn = 0 sledi α1 = · · · = αn = 0,
kaže se da su vektori linearno nezavisni.

Dva vektora su linearno zavisna ako i samo ako su kolinearni.

Definicija. Vektori se zovu komplanarni ako pripadaju istoj ili paralelnim ravn-

ima.

Tri vektora ~a,~b,~c su linearno zavisna ako i samo ako su komplanarni.

α~a + β~b + γ~c = 0 ∧ γ 6= 0 ⇒ ~c = −α

γ
~a− β

γ
~b.

Svaka četiri vektora u prostoru su linearno zavisna.

Posledica: Ako su ~a,~b,~c tri proizvoljna nekomplanarna vektora, tada za

proizvoljan vektor ~d postoje brojevi λ, µ, ν tako da je

~d = λ~a + µ~b + ν~c.

Maksimalan broj linearno nezavisnih vektora u nekom skupu vektora V zove se
baza skupa V .

Svaka dva nekomplanarna vektora u ravni čine bazu u toj ravni.
Svaka tri nekomplanarna vektora u prostoru predstavljaju bazu u prostoru.

Vektori u Dekartovom koordinatnom sistemu

Neka je dat Dekartov koordinatni sistem sa osama x, y, z i koordinatnim
početkom O. Uočimo tačke A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1).

Vektori ~ı =
−→
OA,~ =

−→
OB,~k =

−→
OC zovu se koordinatni vektori ili ortovi. Ovi

vektori su linearno nezavisni pa čine bazu u prostoru R3.

Svakoj tački M(ax, ay, az) u prostoru može se korespondirati vektor ~r =
−−→
OM ,

koji se zove vektor položaja tačke M . Ovaj vektor može se na jedinstven način

razložiti po bazi (~ı,~, ~k):

~r = ax~ı + ay~ + az
~k.
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Na ovaj način uspostavlja se obostrano jednoznačna korespondencija izmedju
vektora ~r i uredjene trojke realnih brojeva (ax, ay, az) ∈ R3. Pǐsemo ~r =

(ax, ay, az), gde su ax, ay, az koordinate vektora ~r po bazi (~ı,~, ~k) ili Dekartove
koordinate vektora ~r.

Intenzitet vektora izračunava se relacijom

|~r| = | ~OM |
√

a2
x + a2

y + a2
z.

Sabiranje dva vektora ~a = ax~ı + ay~ + az
~k i ~b = bx~ı + by~ + bz

~k:

⇒ ~a +~b = (ax + bx)~ı + (ay + by)~ + (az + bz)~k.

Projekcija vektora na osu

Dat je vektor ~a =
−→
AB i prava n orijentisana jediničnim vektorom ~n.

Veličina p = |−−→A′B′| = |~a| cos ϕ zove se projekcija vektora ~a =
−→
AB na pravu n i

označava se sa
p = prn

−→
AB.

Skalarni proizvod dva vektora

Definicija. Skalarni proizvod dva vektora ~a i ~b definǐse se kao proizvod intenziteta

vektora ~a i ~b i kosinusa ugla koji obrazuju vektori ~a i ~b i označava se sa ~a ·~b:

~a ·~b = |~a| · |~b| cos ∠(~a,~b)

Skalarni proizvod dva vektora je broj (skalar).
S obzirom da je cos 900 = 0, na osnovu definicije skalarnog proizvoda sledi: Ako

su dva vektora medjusobno ortogonalna, tada je njihov skalarni proizvod

jednak nuli, tj.

~a⊥~b ⇔ ~a ·~b = 0

Veza izmedju skalarnog proizvoda i projekcije:

~a ·~b = |~a|pr~a
~b = |~b|pr~b~a
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Osobine skalarnog proizvoda

Za svaka tri vektora ~a,~b,~c važe sledeće relacije:
1) ~a · ~a = |~a|2
2) ~a ·~b = ~b · ~a
3) ~a(~b + ~c) = ~a ·~b + ~a · ~c
4) (α~a) ·~b = α(~a ·~b) = ~a(α~b),∀α ∈ R

5) ~0 · ~a = ~0.

Skalarni proizvod preko koordinata

Neka su dati vektori a~a = ax~ı + ay~ + az
~k i ~b = bx~ı + by~ + bz

~k. Tada je njihov
skalarni proizvod

~a ·~b = axbx + ayby + azbz

Ova formula proističe iz osobine 1) i iz činjenice da su koordinatni vektori medju-
sobno ortogonalni pa je prema tome:

~ı ·~ı = 1, ~ · ~ = 1, ~k · ~k = 1

~ı · ~ = 0, ~ı · ~k = 0, ~ · ~k = 0

Primene skalarnog proizvoda:

– Utvrdjivanje ortogonalnosti dva vektora: ~a⊥~b ⇔ ~a ·~b = 0
– Odredjivanje intenziteta vektora:

|~a| =
√

~a · ~a =
√

a2
x + a2

y + a2
z

– Odredjivanje ugla izmedju dva vektora ~a i ~b preko kosinusa tog ugla:

cos ϕ =
~a · ~a
|~a| · |~b|

=
axbx + aybyazbz

√

a2
x + a2

y + a2
z

√

b2
x + b2

y + b2
z

Vektorski proizvod dva vektora

Vektorski proizvod vektora ~a i ~b je vektor ~c, u oznaci ~c = ~a×~b, čiji je

- pravac odredjen normalom na ravan koju obrazuju vektori ~a i ~b;
- smer odredjen po pravilu desnog trijedra;
- intenzitet jednak

|~c| = |~a| · |~b| sin∠(~a,~b)
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Geometrijski, intenzitet vektorskog proizvoda dva vektora jednak je

površini paralelograma koji je odredjen ovim vektorima, što se vidi i sa
slike. Naime, imamo

P = |~a|h = |~a||~b| sin α = |~a×~b|
Iz definicije je jasno sledeće tvrdjenje:

Teorema. Ako su ~a i ~b kolinearni vektori, tada je ∠(~a,~b) = 0 ⇒ ~a×~b = 0.

Osobine vektorskog proizvoda:

Za svaka tri vektora ~a,~b,~c važe relacije:
1) ~a× ~a = 0

2) ~a×~b = −~b× ~a

3) ~a× (~b + ~c) = ~a×~b + ~a× ~c

4) (α~a)×~b = α(~a×~b) = ~a(α~b),∀α ∈ R

Na osnovu gornje teoreme i definicije, za koordinatne vektore važi:

~ı×~ı = 0, ~× ~ = 0, ~k × ~k = 0

~ı× ~ = ~k, ~× ~k =~ı, ~k ×~ı = ~

~×~ı = −~k, ~k × ~ = −~ı, ~ı× ~k = −~

Vektorski proizvod preko koordinata

Neka su dati vektori a~a = ax~ı + ay~ + az
~k i ~b = bx~ı + by~ + bz

~k. Tada se njihov
vektorski proizvod može simbolički napisati preko determinante

~a×~b =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~ı ~ ~k

ax ay az

bx by bz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=~ı

∣

∣

∣

∣

ay az

by bz

∣

∣

∣

∣

− ~

∣

∣

∣

∣

ax az

bx bz

∣

∣

∣

∣

+ ~k

∣

∣

∣

∣

ax ay

bx by

∣

∣

∣

∣

=~ı(aybz − azby)− ~ (axbz − azbx) + ~k(axby − aybx)

Mešovit proizvod tri vektora

Neka su data tri vektora ~a,~b,~c. Ako najpre vektorski pomnožimo vektore ~a i
~b, odnosno odredimo vektor ~d = ~a × ~b a zatim tako dobijeni vektor pomnožimo
skalarno sa vektorom ~c, dobijamo mešovit proizvod tri vektora:

(~a×~b) · ~c

Napomena: Ne postoji proizvod (~a ·~b)×~c ili ~a× (~b ·~c) jer je skalarni proizvod
dva vektora skalar a vektorski proizvod je moguć samo izmedju dva vektora.

Ako su vektori zadati preko koordinata, tada se mešovit proizvod izračunava
pomoću determinante

(~a×~b) · ~c =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.
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Teorema. Vektori ~a,~b,~c su komplanarni ako i samo ako je njihov mešovit proizvod

jednak nuli.

Teorema. Ako vektori ~a,~b,~c nisu komplanarni, tada je apsolutna vrednost njihovog

mešovitog proizvoda jednaka zapremini paralelopipeda koji ovi vektori obrazuju.

Dokaz: Zapremina paralelopipeda V jednaka je proizvodu površine bazisa B i
visine H. Na osnovu definicije vektorskog proizvoda vektora, vidimo da je površina

bazisa B = |~a×~b|, dok se sa slike vidi da je visina H = pr
~a×~b

~c = |~c| cos θ, gde je θ

ugao koji vektor ~c zaklapa sa vektorom ~a×~b. Odatle sledi da je

V = B ·H = |~a×~b| · |~c| cos θ = |(~a×~b) · ~c|

ZADACI:

Primer: Za vektore ~a = 2~ı− 6~ + 3~k, ~b = 8~ı + ~− 4~k izračunati:

a) |~a|, |~b|, 2~a +~b;

b) ~a×~b, ~b× ~a, P
4~a~b

.

Primer: Pokazati da su vektori ~a = 3~ı− 7~ + 2~k i ~b = 10~ı + 4~− ~k ortogonalni.

Primer: Dati su vektori ~a i ~b:
a) ~a = 2~ı− ~ + ~k,~b =~ı + ~k

b) ~a = 3~ı + ~− 5~k,~b = 2~ı− 7~ + 3~k.

1) Odrediti ugao izmedju vektora ~a i ~b;
2) Naći vektorske proizvode ovih vektora;

3) Naći površinu i visinu trougla koji obrazuju vektori ~a i ~b.

Primer: Dati su vektori ~a = 2~ı + ~ + ~k,~b = ~− 2~k,~c = −~ı + ~ + ~k. Odrediti
1) Zapreminu i visinu papalelopipeda koji obrazuju ovi vektori,
2) Zapreminu piramide koju obrazuju ovi vektori.
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PARABOLA 
 
 

Parabola je skup tačaka u ravni sa osobinom da je rastojanje svake tačke od jedne stalne tačke (žiže) jednako 
 
odstojanju te tačke od jedne stalne prave (direktrise). 
 
 

x

y

2
px = −

( ,0)
2
pF

2 2y px=

 
 

 

( ,0)
2
pF   je žiža parabole. 

 Prava  
2
px = −   je direktrisa parabole    ili   0

2
px + = . 

Odstojanje tačke F od direktrise obeležava se sa  p  i naziva se parametar parabole. 
 
Koordinatni početak je teme parabole. 
 

Jednačina parabole je  2 2y px=  
  
 
Naravno, ova parabola se najviše proučava , a da vas ne iznenadi evo i ostalih parabola: 
 
 
 

x

y

2
px =

( , 0)
2
pF −

2 2y px= −

x

y

2
py = −

(0, )
2
pF

2 2x py=

x

y

2 2x py= −

2
py =

(0, )
2
pF −
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Primer 1. 
 
Data je parabola  2 4y x= − . Kroz njenu tačku M(-2,-1) postaviti tetivu koja je tom tačkom prepolovljena. 
 
Postavimo najpre problem, skicirajući ga... 
 

x

y2 4y x= −

-2
-1M

(x ,y )

(x ,y )

A

B

 
 

 
Neka je AB tražena tetiva. Tačka M je sredina duži AB pa mora da važi: 
 

  

1 2
1 2

1 2
1 2

2 4
2

1 2
2

x x x x

y y y y

+
= − → + = −

+
= − → + = −

 

Tačke A i B pripadaju paraboli , pa njihove koordinate možemo menjati umesto x i y u jednačini parabole: 
 

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

( , ) 4 4

( , ) 4 4

A x y y x y x

B x y y x y x

∈ = − → = −

∈ = − → = −
 

 
Na ovaj način smo dobili 4 jednačine sa 4 nepoznate. Možemo tražiti koordinate tačaka A i B ali je pametnije samo  

naći koeficijent pravca prave koja prolazi kroz AB i onda upotrbiti jednačinu prave kroz jednu tačku. 2 1

2 1

y yk
x x
−

=
−

 

2
1 1

2
2 2

2 2
2 1 2 1

2 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1

2 1

2 1

4

4   oduzmemo od druge prvu jednačinu

4 ( 4 )
( )( ) 4 4      znamo da je 2
( )( 2) 4( )

2

y x

y x

y y x x
y y y y x x y y
y y x x

y y
x x

= −

= −

− = − − −
− + = − + + = −
− − = − −
−

=
−

 

Sada jednačina prave kroz jednu tačku M(-2,-1) 
0 0( )

( 1) 2( ( 2))
1 2 4
2 3

y y k x x
y x
y x
y x

− = −
− − = − −
+ = +
= +

 

Evo jednačine tražene tetive! 
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Prava i parabola 
 

Slično kao kod kružnice , elipse i hiperbole da bi odredili međusobni položaj prave i parabole, rešavamo sistem 
jednačina: 
 
y kx n= +   i    2 2y px=  
 
- Ako sistem nema rešenja , onda se prava i parabola ne seku, to jest  2p kn<  

 
- Ako sistem ima dva rešenja, onda prava seče parabolu u dvema tačkama 2p kn>  

 

- Ako sistem ima jedno rešenje, prava je tangenta parabole i zadovoljava USLOV DODIRA:  2p kn=  
 

Napomena 
 
Ako nam traže tangentu pararbole u datoj tački   0 0( , )x y  na pararboli ,  onda imamo gotovu formulu: 
 

0 0( )y y p x x⋅ = +  
 

Primer 2. 
U kojoj tački parabole  2 16y x=  je tangenta nagnuta pod uglom od  0135 prema x-osi. 
 
Obeležimo tu tačku sa  0 0( , )x y . Tangenta će biti  0 0( )y y p x x⋅ = + , odnosno ,iz jednačine parabole je  
 
2p = 16 
 
p = 8 
 

0 0

0 0

0

0 0

0

8( )
8 8

88

8

y y x x
y y x x

xy x
y y

k
y

⋅ = +
⋅ = +

= +

=

 

 
Našli smo koeficijent pravca te prave , a kako je  
 

0135
1

k tg
k tg
k

α=

=
= −

 

Onda je    
0

0
0

8

81 8

k
y

y
y

=

− = → = −
 

Ovu vrednost zamenimo u jednačinu parabole i imamo:                                                                                                         




